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Exercices sur la récurrence I

Exercice 1
Y. . , o ) Ju, +1 )
Soit (u,,) la suite définie par @ w, =3 et w4 = ————— pour tout n =2
' iy, + 3
. 42
Démontrer par récurrence que pour tout entier n = 2 on a w, = ST
Exercice 2
‘e , . e . . 7 .
On considére la suite numérique (v, ) définie sur N par @ vy = 7 et pourtout n 2 0 v, = v

- an
Démontrer par recurrence que Uy, = (—) .
]

Exercice 3

T1
Pour tout n 2 1, soit 5, = % (2k—1)2
k=1

in(2n —1)(2n + 1)

Démontrer que pour tont n = 1. ona: 5, =
: 3

Exercice 4

Soit la suite (w,) définie par  wy =0 et pourtoutn =0, u,y; =3u, —2n4+3

Démontrer par TECUTTELCE que ponur tout n € IN, on a : Uy = T

Exercice 5

| b2

On considére la suite numeérique (u,, ) définie sur IN par @ g = et pour tout entier 1 W,p1 = Uy (2 — Uy ).

e

On considére la fonction f: r—— 2(2 — x).
On admet que cette fonction f est croissante sur [0 1)

Montrer par récurrence que, pour tout entier n, 00 < u, < 1.
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Exercice 6
- , i " 2r+1
Soit la fonction f définie sur Uintervalle [0: 2] par 1 f(z) = )
I
Soit la suite (v, ) définie sur N par : w =2 et  v.r1 = f(vn) pour tout entier naturel n
On admet les propriétés suivantes : e f est croissante sur Uintervalle [0; 2]

#Sizxe(l: 2] alors f(r) €[1: 2]
Montrer 4 'aide d'un raisonnement par récurrence gque :
1. Pour tout entier naturel n, 1 = v, < 2.

2. Pour tout entier naturel n, v+ < v,.
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Correction des exercices I

# Inititialisation
D'une part on a : uz = 3,
d’autre part pour n = 2 on a
done P(2) est vrai

« Héredité

Soit un entier n = 2,

on suppose que Fin) est vral c'est-d-dire w, =

on va montrer que P{n + 1) est vral c'est-d-dire w,; =

Exercice 1 - Correction

{ pour n = 2)

2" +2
-2’

Ona: (2" +2)+2" -2
- Qn —_ 2

2"+243(2"-2)
n_2

+ Conclusion

D’aprés le principe de raisonnement par récurrence Pin) est vral pour tout n = 2.

_3(2n+2)+27 -2
2" {2132 —2)

_3x2"4+6+2" -2

2"+ 243x2" -6

2"+l 42

grl—] — 9

(3 +1)+4

(1+3)—4

2" x4+ 4
n w4 —4

F(2m x 2+ 2)

2" x2-2)

QJE—[ +2
= gntl _ 9

Done Pln+ 1) est vrai et

donc P(n) est héréditaire.

# Inititialisation

Exercice 2 - Correction

-
i

[ pour n = 0]

D'une part on a : vgp = =,
o]

s 2" - 2 -

I'autre part pour n =0 ona : | = — (< _ (!
s ) b ac — - L
I P 3 3 -

done P(0) est vrai.

« Héréadité

Soit un entier n = 0, on suppose que P(n) est vrai c'est-d-dire vy = (

o] =1

an

o] =1
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an+ 1
on va montrer que Pin 4+ 1) est vral c'est-d-dire v,4, = (—

&
R 2 A g
Ona i . -Tx__ B sz-_ T
Ia: tpt = U (:J T T

Donc P(n+ 1) est vrai et done P(n) est héréditaire.

g+l

+ Conclusion

Draprés le principe de raisonnement par récurrence P(n) est vrai pour tout n = (0.

Exercice 3 - Correction

# Inititialisation | pourn = 1)
D'une part §; =12 =1,

12x1-1)2x1+1) 1x3

d’antre part
P 3 3

1 donc P(1) est vrai

« Hérédité

In—1)(2 1
Soit un entier n 2 1, on suppose que P(n) est vral c'est-a-dire Sn = w
n+[2n+1)-1][2(m+1)+1

on va montrer que P(n 4 1) est vral c'est-d-dire 5,4, = 3

(n+1)(2n +1)(2n+3)
3

ou S, =

Pour pouveir utiliser 'égalité supposée vraie pour &,,, il faut trouver une relation entre 5,4, et S,

s . e 5 5
Méthode : La relation est : Sp4+1 = S + (2n+ 1)~

n+1 n
Eneffet : S0 = 3 (2k—1)2 = S (2k—-1)* +(2(n+1)—-1)* =5, + (2n+1)*
k=1 k

Ona: Sy S+ (2n+1)2 Remarque : un caleul rapide permet de vérifier que 'on a
C a@n—1)@n+1) | 3@n+1)? bien: 2" +6n+3=(2n+3)(rn+1)
3 3
_ ni2n— 1(2n+1)+3(2n+1){(2n+ 1)
3
(Zm + 1) -”{2” —1)+3(2n+1) Done P{n+ 1) est vrai et donc P(n) est héréditaire.
G + Conclusion
(Zn+ 1)(2n* — n+ 6n + 3) . o )
= - 3 D'aprés le principe de raisonnement par récurrence
(2n+ 1)(2n2 + 5n + 3) P(n) est vrai pour tout n = 1.
3
_ (Zn+1)i2n43)(n+1)
3
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Exercice 4 - Correction

& Inititialisation | pour n =10)

OUn a: uy = 0 done ug = 0.

et donc P(0)) est vrai

« Héradité

Soit un entier n = 0,

on suppose que Pin) est vral c'est-d-dire w, = n.

on va montrer que P(n + 1) est vrai o’est-d-dire w,, 2 n+1
na:

thy = T

Ju, 2 3n Multiplication par un nombre positif, le sens de Uinégalité ne change pas
Ju, —Inzn

J, —2n+3=2n+3

arn+3zn+1

donc 3u, —2n+3=2n+1

Donc Pin + 1) est vrai et donc P(n) est héréditaire.
s Conclusion

D'aprés le principe de raisonnement par récurrence P(n) est vrai pour tout n 2= ()

Exercice 5 - Correction

& Inititialisation (| pour n =10)
Ona uy= % done 0 < ag <1
donc P(0) est vrai

« Héréedité

Soit un entier n = (.

on suppose que P(n) est vrai cest-a-dire (0 < u, < 1,

on va montrer que Pln + 1) est vrai c'est-d-dire 0 < w4y < 1.
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Ona:0<u, <1

La fonction f est croissante sur [0; 1], done = fi0) < f(u,) < f(1)
soit 0 << w4 < L

Donc P(n + 1) est vrai et donc P(n) est héréditaire.

+ Conclusion

D’aprés le principe de raisonnement par récurrence P(n) est vrai pour tout n = (.

Exercice 6 - Correction

¢ Inititialisation (pour n=10)

Ona:vy=2done 1< wy<?2

et done P(0) est vrai

¢ Hérédité

Soit un entier n = 0,

on suppose que Pn) est vral c'est-d-dire 1 £ v, < 2,

on va montrer que P(n + 1) est vrai c'est-d-dire 1 < v, £ 2.
na:l=uv, <2

La fonction f est croissante sur [[; 2|, done : f{1) £ fiv,) £ f(2)

0 G
3 (R{‘IILAIQIIF 2= R)
2

or 1= et

| B ]
.,o|..,|

soit 5 = rrL+1 =

done 1 £ v, =

Dione Pin + 1) est vrai et donc P(n) est héréditaire.
+ Conclusion

D'aprés le principe de raisonnement par récurrence P(n) est vrai pour tout n 2 (0.

Terminale spé maths Page 6 sur 7


http://www.mathselbaz.com/

www.mathselbaz.com

Exercice 6 - Correction

s Inititialisation (pour n = 1))
E

5,

Ona:wm = flw)=[fi(2)=-

L=

et vy =2  donc vy £y

Done Q(0) est vraie.,

» Hérédité

Soit un entier n = (), on suppose que Q(n) est vrai c’est-d-dire v, 41 = v,
on va montrer que Q(n + 1) est vral cest-a-dire v,.0 £ vy,

(na:

Unt1 &= VUn.

vy € |1 2] d'aprés la question 1.

Unt1 € [1; 2] car vy = flvg) avec vy, £ [1; 2], (voir propriété de f).
[ est croissante sur [0 2], done :

flons1) £ flva)

Soit Upy2 € Vnt

Done @(n + 1) est vrai et donc @(n) est héréditaire.

+ Conclusion

¥aprés le principe de raisonnement par récurrence Q(n) est vrai pour tout n 2= (.
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